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Abstract 



< 

Moduli space of genus zero stable maps to the projective three-space 

. naturally carries a real structure such that the fixed locus is a moduli space 

V^ ' for real rational spatial curves with real marked points. The latter is a 

.^^ I normal projective real variety. The singular locus being in codimension 

• . at least two, a first Stiefel- Whitney class is well defined. In this paper, we 

»^H ' determine a representative for the first Stiefel- Whitney class of such real 

C^ , space when the evaluation map is generically finite. This can be done by 

means of Poincare duals of boundary divisors. 
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1 Introduction 



Nous nous interessons aux courbes rationnelles reelles pointees de I'espace 
projectif CP"^. Dans |We05| Welschinger definit des invariants pour les varietes 



*Pendant la preparation de cet article, I'auteur fut partiellement soutenu par une bourse 
de recherche de la DAAD a I'universite Technique de Berlin en AUemagne. 



convexes de dimension trois equipees d'une structure reelles. Ces derniers sont 
determines via la geometrie enumerative des courbes rationnelles reelles de la 
variete. Pour un entier d superieur ou egal a trois et une configuration generique 
de 2d points dans I'espace complexe projectif CP"^ les courbes rationnelles de de- 
gre d qui passent par ces points sont en nombre fini. Ce nombre est independant 
de la configuration choisie parce que le corps des nombres complexes est algebri- 
quement clos, c'est un invariant de Gromov-Witten de CP^. Le m^me probleme 
sur le corps des nombres reels depend de la configuration de points choisie. Dans 
ce contexte, un invariant de Welschinger est defini comme la somme algebrique 
sur les courbes reelles de la collection, chacune comptee avec un signe approprie 
qui ne depend que de la courbe plongee. Cette somme est alors independante 
de la configuration de points generique (voir |We05) ). 

Soit A42j{CP^) I'espace des modules des applications stables en genre zero 
(omis dans la notation) de degre d dans CP^ avec 2d points marques (voir 
|FP97) ). L'invariant de Gromov-Witten, decrit precedemment, n'est autre que 

le degre du morphisme d'evaluation ev : A^2d(C-P'^) -^ (CP'^)^'^ qui envoie une 
courbe marquee sur la configuration des marquages. II existe une contrepartie 

reelle de cet espace, notee MA^2d(^^'^)j Qui est une variete projective normale et 
un espace de parametres pour les courbes spatiales rationnelles reelles de degre 
d munies de 2d points marques reels (voir |We05j ). L'invariant de Welschinger 
pent egalement s'interpreter comme le degre du morphisme d'evaluation cwr 
entre les espaces RM2d{'^P^) et (RP^)^'^. En fait, ce degre n'est bien defini 

que parce que KA^2d('^-P''^) peut-etre oriente en dehors du lieu ou le jacobien 
du morphisme d'evaluation est de corang au moins deux. Cette propriete est au 
coeur de I'existence et de la definition des invariants de Welschinger. II en resulte 
que la classe principale de RM2d{'CP^) a ete grossierement caracterisee par 
Welschinger (voir |We07) ) dans une approximation suffisante pour construire ces 
invariants. Le travail actuel accomplit cette tache en donnant une representation 

precise de la premiere classe de Stiefel- Whitney de RA^2d(CP'^). 

Pour A\J B une partition de [2d] = {1, . . . , 2d} et des entiers d' et d" tels 

que d' + d" = d est defini un diviseur irreductible D{A, B; d' , d") de M2d{'CP^) 
comme la fermeture du lieu des applications stables (C, z, u) telles que 

1. C = Ca^Cb est I'union de deux courbes Ca et Cb de genre zero secantes 
transversalement en un point unique ; 

2. les marquages indexes par A (resp. B) appartiennent a Ca (resp. Cb) ', 

3. u{Ca) est de degre d' et u{Cb) de degre d" . 

La frontiere de ^A2d{CP^) est la reunion de tous ces diviseurs (voir |FP97j ). Soit 

maintenant (C, z, m) une application stable de Aljdl^^'^) telle que C = CP^ 
et u soit une immersion. Le faisceau normal Afu defini comme le quotient de la 

sequence ^ Tc — ^ u*Tcp3 est le faisceau d'un fibre vectoriel de rang 

deux sur CP^. II est done decomposable en somme directe de deux fibres en 
droites. Lorsque les fibres lineaires de la decomposition sont isomorphes, on dit 

que la courbe definie par {C,z_,u) est equilibree. Notons K"^ C A^2rf('^-f^) 1^ 
reunion des diviseurs irreductibles de la frontiere dont I'image par le morphisme 
d'evaluation est de codimension au moins deux et du lieu des courbes non equi- 
librees (C, z, u) telles que h^ (C;Nu ® Oc{~z)) soit au moins deux. L'image de 



la partie reelle Rif* est de codimension au moins deux dans (R.P^)'^'^. 

Una orientation sur RM2d{'CP^) est definie partout en dehors de RK"^ ce 
qui permet d'identifier I'invariant de Welschinger et le degre du morphisme 
d'evaluation reel (c/. proposition 4.2 de |We07j '). En consequence, la premiere 

classe de Stiefel- Whitney de M.^A2J_{'CP^) admet un representant dual inclus 
dans RK"^ et peut done s'ecrire en termes de composantes pseudo-connexes de 
celui-ci (par composante pseudo-connexe on entend I'adherence d'une compo- 
sante connexe du complementaire du lieu singulier dans le lieu reel de K'^). 
Nous determinons exactement quelles sont les composantes pseudo-connexes de 
RK"^ qui participent effectivement a representer la premiere classe de Stiefel- 
Whitney de M.^A2di'CP^)■ H advient que les composantes qui ne sont pas dans 
la frontiere ne participent pas car elles sont de codimension trop grande (section 
12. ip . De plus, la participation d'une composante pseudo-connexe de la fontiere 
reelle ne depend que de la donnee du diviseur irreductible qui la contient. Pour 
une classe [D] dans if6d-i(KA^2d('^^'^)' ^/2^)) on note [D]'^ son image par le 
morphisme i/6d-i(KA42d(CP3), Z/2Z) -^ H^{RMij{CP^),Z/2Z). Get article 
vise a demontrer le theoreme suivant. 

Theoreme 1. La premiere classe de Stiefel- Whitney de MA^2d(*^-P'^) s'ecrit 



w.iRM^ACP')) = 

0<i<2d 



E ^■i^'^'^^ 



oil WCf est la partie reelle de la reunion des diviseurs D{A,B,d' ,d") tels que 
\A\ =2d' + £. 

Dans la demonstration nous remarquons d'abord (section [2?T|) que seules les 
composantes de la frontiere sont de codimension assez petite pour representer 
la premiere classe de Stiefel- Whitney. Ensuite nous procedons a une etude lo- 
cale des orientations au voisinage d'un composante pseudo-connexe quelconque 
de RK'^. Pour cela on transporte une orientation locale le long d'un chemin 
generique transverse a la composante et on compare cette orientation a celle 
issue d'un chemin de comparaison qui lui se situe dans le lieu regulier du mor- 
phisme d'evaluation (section 12. 3p . Cette approche locale est possible du fait 

que RM2d{^P^) soit oriente en dehors de RK'' en relevant une orientation de 
RP^ par le morphisme d'evaluation reel suivant les signes de Welschinger. Done 
pour comparer les orientations locales, on les compare successivement au tire- 
en-arriere d'une orientation de reference sur RP^ (section [2. 3.5p . 

Remerciements. Je remercie le relecteur de cet article pour m'avoir reveler un 
certain nombre d'inexactitudes contenues dans sa version preliminaire. 

2 Demonstration 

2.1 Reduction a la frontiere 

Nous reduisons notre etude aux composantes pseudo-connexes contenues 
dans certains diviseurs irreductibles de la frontiere. 



Proposition 1. La premiere classe de Stief el- Whitney de MA^2d('^-P''^) ^^^ ''S' 
presentable (dualement) en termes de composantes pseudo-connexes de la partie 
reelle des diviseurs de la frontiere D{A,B,d',d") tels que \A\ ^ 2d'. 

Demonstration. La demonstration de cette proposition repose essentiellement 
sur les deux lemmes suivants. 

Lemme 1 (Eisenbud-Van de Ven |EV82) ). Soit Alor'^ I 'ensemble des mor- 
phismes u : CP^ -^ CP'^ de degre d. Pour p tel que 1 < p < d — 4 I'ensemble 
Sd,p C Mor'^ , defini comme le lieu des morphismes tels que le fibre normal ad- 
met une decomposition du type O^pi {2d — 1 — p) Q) O^pi {2d — 1 + p), est une 
sous-variete de dimension dim^^.p = Ad — 2p + 4 (soit de codimension 2p— I). 

Ainsi les composantes de K"^ definies comme le lieu des applications stables 
(C, 0, u) non equilibrees et telles que la dimension de H^ {C;J\fu (S> Oc{—z_)) soit 

au moins deux, sont en codimension trop grande (> 2) dans M2d{'CP^). On 
peut done exclure de notre etude les composantes de la partie reelle de K'^ 
correspondant au lieu des courbes non equilibrees puisque la premiere classe de 
Stiefel-Whitney est un element de H^{RM'^d{'CP^),^/2Z). 

II est possible de rafRner ce resultat en excluant la partie reelle des diviseurs 
irreductibles de la frontiere qui ne sont pas ecrases par le morphisme d'evaluation 
puisque celui-ci est generiquement regulier a cet endroit (voir |We05j ). 

Lemme 2 ( |FP97) ). L'image d'un diviseur de la frontiere D{A,B;d',d") par 

le morphisme d'evaluation ev : A^2d('C-P"^) -^ {CP^)'^'^' est de codimension un 
dans {'CP'^Y'^ si et seulement si \A\ = 2d' . 

Ainsi, seuls les diviseurs irreductibles de la frontiere D{A, B; d' , d") qui veri- 
fient \A\ ^ 2d' contribuent eventuellement a representer par dualite la premiere 
classe de Stiefel-Whitney de la partie reelle. D 

2.2 Bases de I'espace tangent 

Morphismes d'oubli. Soient I < k des entiers, il existe un morphisme entre 
varietes projectives de A1j,(CP^) vers A^; (CP^) qui consiste a supprimer cer- 
tains points marques d'une application stable {C,z_,u) € Mi;{CP^) puis a 
contracter les branches de la source C devenues instables par insuffisance de 
points marques (voir |FP97) ). 

Definition 1. Pour un ensemble d'indices {ii, . . . , i„} dans [k], on note irf^ ^^ 

le morphisme d'oubli de Mf;{CP^) vers Mf;_n{CP^) qui supprime les points 
marques indexes par I'ensemble {ii, . . . , i„}. Par exemple, pour {i} dans [k] 



TT. 



k 



Mt{CP^) ^ mU{CP^) 

{C,Zi,...,Zk,u) ^ (Cffc°^Zl,...,i^,...,2;fc,u 



ou C^i°'' designe la source eventuellement contractee C -» C^t°^ pour stabiliser 

fe 



Pour alleger les notations on ecrit n pour Trfi, I'application qui oubHe tons les 



points marques. 



L'espace des modules contient un ouvert dense et lisse M^j^iCP^)* , lieu des 
applications stables sans automorpliisme ou applications simples (voir |FP97j ). 

Lemme 3. Soit (C, 2, u) une application simple de A^2d(C-P'^)* , qui ne contracte 

pas sa source C, alors on a une decomposition du noyau kerdlj-c' ^ „)7r = ®j^]^ kerd|(c; ^ ^-jTr^^ 

et un isomorphisme kcrd|(c ^.m)"" — TJO^ . 

Demonstration. Soit i dans [2d], en I'absence d'automorphisme le morphisme tt*^ 

decrit la courbe universelle au-dessus de I'image 7r*^(A^j,(CP'^)*) (voir (FP97J). 
Les automorphismes d'une application stable etant un sous-groupe du groupe 
des automorphismes de son image par un morphisme d'oubli, Aii^_i{CP^)* est 
inclus dans 7rf (A1j.(CP^)*). Done {■K^)~'^{C^i°-^, zi, . . . ,Zi, . . . , Zk, u) est isomor- 
phisme a C^l"''. De plus, par hypothese sur m on a I'egalite C^t"'' = C. Done 
au point (C, zi, . . . , Zk, u), on a ^cid\i^c,z.u)'^i — Tz^C'^i"''' — T^^C . Pour tout i, j 
dans [k] distincts, on a I'egalite 7r|~^ ° '"'f = ""i^"^ ° tTj et done kerd|(c;,z,u)7r = 
® j=i '^'^^ d\(^c,z,u)''^^ ■ On en deduit un isomorphisme entre ker (i|(c,z,«)''' et TJO^ . 

n 

On note KerdTr le sous-ensemble du fibre tangent T-j^d i^p^^ defini par le 
noyau de la differentielle du morphisme d'oubli en chaque point. Sa restriction au 
lieu des applications stables simples non contractantes est un sous-fibre lineaire. 

2.2.1 Bases standards, bases modeles. 

Proposition 2. Soit {C,z_, u) une immersion de M2di'CP^) , on a la suite exacte 

TzC r(a.,„):M2,(Cp3) ^^ H"(C, AA„) (1) 



ou 



k 



TzC = ®1^^Tz^G . 



Demonstration. La suite exacte se construit sur le morphisme d'oubli d'apres le 
lemme [3]avec T(p_„')A4q(CP^) au conoyau. Or, r(c„)Alg(CP'^) comme espace 
tangent est l'espace des deformations a I'ordre un de la courbe immergee definie 
par u, c'est-a-dire H^{C,Mu). D 

Definition 2. Une base standard de T(^c .z.u)M2d{'^P^) est une base adaptee a 
la suite exacte H]). C'est-a-dire, un 6(i-uplet compose de 2d elements {ei}i=i,..._fc, 
generateurs de chaque Tz-CP^ et 4(i elements {/i,gi}i=i,...,2rf de sorte que [fi,gi) 
se projette sur une base de H'^ (CP^ , J\fu) . On ecrira une telle base dans cet ordre 
(ei, • • • ,efc,/i,gi, . . . ,/2d,52d)- 

Pour i dans [2d], on note T^^p^-,2d le sous-fibre de r(cp3)2d associe a la i- 
eme composante {0} x • ■ • x Tf^p3 x ■ • • x {Q}. La decomposition de T(^cpa-^2d = 
^i^i T'fcp3\2d se releve par le morphisme d'evaluation en tout point regulier 

2d 

T,mUcP') = 0e^,*[T«.)(CP=^)2<^]. (2) 



Notation. Pour (C, z, u) une immersion et i dans [2d], le fibre J\fu Oci~z_^) 
ou 1* designs (zi, . . . , i^, . . . , Z2(i) G C^"^"^ sera note M^_j^2di^^y 

Proposition 3. Soit {C,z, u) une immersion de M.2d{^P^) ^t * dans [2d], alors 
on a la suite exacte 

r,,C ez;*T«^)(CP3)2'^ H^{C,Nu.-.r(^)) ^ 

Demonstration. Pour i dans [2cf], on definit eiJi le morphisme compose 

ev, : mUcp') ^ M^-ACP') ^ {CPr'-' 
de sorte que le tire-en-arriere ev* {Tj-^p3.2d) soit precisement Kcrdeui. La suite 

exacte ^ Ker dirf'^ s- Ker devi — ^ d7r^'^(Ker devi) ^ fournit I'ega- 

lite d-Kf'^{KcTdevi) — Ker dew (voir |Pu08) ). On conclut ensuite en appliquant les 
egalites kerdTrf'' = T^fi (proposition [2]) et ker dew = H^{C,M^_^2di^^-^) (lemme 
1.3 de [WenH] ]). ' ' " D 

Definition 3. Soit (C, z, u) une immersion equilibree : le fibre normal Afu admet 
une decomposition en somme directe de deux fibres en droites isomorphes. Une 

base standard B de T(^c,z.u)-^2di'^P^) ^^t une base modele lorsqu'elle respecte la 
decomposition ((2|) et la decomposition du fibre normal. C'est-a-dire que chaque 
element de la base appartient a un des sous-espaces ev*T^^^ ^ .{CP^)'^'^ et que 
les couples de vecteurs qui se projettent sur une base de 7J°(CP^, A/",, _^2d(^-)) 
forment une base compatible avec la decomposition du fibre normal (une section 
dans chaque sous-fibre lineaire). Si de plus B = (ei, . . . , e2d, fi,gi, ■ ■ ■ , f2d, 52d) 
est telle que e^ est dans T^.CP^, {fi,gi} se projettent sur H°{CP^ ,J^^_^2df^^^) 
et (/i, . . . , f2d) se projette sur une base de sections d'un des sous-fibre lineaire 
de la decomposition du fibre normal, on dit que la base modele est ordonnee. 

Remarque. Quand B est modele ordonee, automatiquement (51, ... , g2d) est une 
base pour I'autre sous-fibre lineaire de la decomposition du fibre normal. 

2.3 Traverser la frontiere 

Un point generique (C^ U C^,z_,u) de la frontiere est tel que, pour i dans 
{1,2}, C" est isomorphe a CP^, u{C^) est une immersion et ^ = {C^ n C^} 
est un point double ordinaire. Si on note degM(C^) = d' et degM(C^) ~ d" , 
un element generique a deux branches a la source avec, disons, 2d' + £ points 
marques sur une branche et 2d" — £ sur I'autre (on rappelle que d ~ d' + d"). 
Par convention £ est toujours un entier positif. 

Soit KI'^/ 1 une composante pseudo-connexe quelconque de la partie reelle 
du diviseur irreductible D{A, B; d' , d") ou \A\ = 2d' + £ avec 1 < £ < 2d, ce sont 
les composantes a etudier d'apres la proposition [TJ On distingue deux cas : d' 
non nul puis d' nul (d" n'est jamais nul puisque \B\ = 2d" — £ < 2d"). 

2.3.1 Chemins transverses. Cas d' ^ Q 

Un point generique de MPJ^, ^ possede a la source une structure reelle telle 
que I'application soit reelle et qui identifie RC^ et MC^ avec EP^. 



Choix d'un point de reference. Prenons un point generique (C^,z*,m^) de 

WD^, g et (re)indexons les points marques pour que {z*, . . . , z^}U{z2d"+ii • ■ • , ^2d) 
soient dans KC| dans Tordre cyclique z\ < • ■ • < z\ < ^ < 22^"+! < • • • < ^^^ 
et que {z^j^^-, • ■ • , z^"} (resp. si £ = 2d") soient dans RC^ dans I'ordre cyclique 
i* < z^^^ < ■ ■ < z^^n (voir figure [1]). 




Fig. 1 - Au point (C*, z*,m^) : d = 3, d' = 1, 



Choix d'un chemin de reference. Soit B-^ un voisinage contractile de 

(C*,z*,u*) dans MA^2d(*C-P^) de sorte que KI'Jj/ ^ decoupe B* en deux com- 
posantes connexes. Fixons un chemin generique 7 : [0, 1] — > B* transverse a 
MI?^, ^ uniquement au point (C^jZ'^jU*). Sans ambiguite, on ecrit aussi 7 pour 

designer son image 7([0, 1]) C RA^2d(*C^^)- L'image de 7 par le morphisme 
d'evaluation est notee 7* C (MP'^)^'* et (C(,z*,Ut) designe le point 7(f) pour t 
dans [0, 1]. On distingue plus particulierement (Co, z°, ug) le point de « depart » 
et (Ci, z^, ui) le point d'« arrivee » du chemin, chacun se situant dans une com- 
posante connexe differente de EA^jdl'^^'^) ^ ^*- P^'" genericite de 7 ces points 
correspondent a des immersions equihbrees. 

Construction d'un chemin de comparaison. On construit un chemin 7 
associe a 7 mais a valeurs dans le lieu regulier du morphisme d'evaluation. 
Au point {C^,,z*,u^,) est associe le point (C*,z*,Uj,) correspondant a la m^me 
courbe mais avec des points marques difi^erents, de sorte que z* soit dans MC^ 
pour I < i < (. ei z* soit egal a z* pour (. < i <2d.T)e plus on impose I'ordre 
cyclique ^* < z^ < • • • < z^ < ■ • ■ < zj^,, sur MC^. (Voir figured) 

Par construction (C^,,z*,u^) est dans /Cq done, d'apres le lemme [2l c'est 
un point regulier du morphisme d'evaluation. Soit {Ci,,z^ U z*,Uj,) le point 

de 'RM.2d+e.{^P'^) dont la projection par le morphisme d'oubli 7r^_|_^ 2i ^^^ 
precisement (C*,z*,m^). Ce qui revient a ecrire z* U z* pour designer le point 
{z{, . . . , z^, zjf , . . . , z^, z^_|_p . . . , z^j) de (C*)^'*+'^ \ Diag2d+i- Soient F un chemin 
qui releve 7 dans RA42^_^_g{CP^)* pour le morphisme d'oubli 7r^_L^ 21 ^^ point 




Fig. 2 - Au point (C*,1*,m^) : d = 3, d' = 1, £ = 3 

{C^,z* U z", u^) et 7 : [0, 1] -^ RMt^iCP^)* le chemin compose 7r^^+^^ o T 

r c RMta+,{CP^r ^^ 7 c rmUcp')*. 

Le chemin de comparaison 7 est transverse a la frontiere au point (C*, z"^, u*) et 
compatible avec 7 dans le sens oil les courbes et les points marques en commun 
coincident tout le long. Comme precedemment on note (Ct,z*,Mt) = j{t), pour 
t dans [0,1]. 

2.3.2 Base modele positive au point de depart 

Fixons pour la suite une orientation sur I'espace projectif reel RP^. 

Definition 4. Soit (ei, . . . , e^, /i, gi, . . . , f2d, 92d) une base modele ordonnee de 

T{c,z,u)^M2d{'^P^) ou {C,z,u) est une immersion equilibree. Alors pour tout 
triplet de vecteurs (e^, fi,gi) on associe un signe Z{ei,fi,gi) = {(+), (— )} selon 
que son image par d\(^c.z,u)sv soit une base positive ou negative de T„(2.)MP^. 

On note ^0 = wo(Co) la courbe reelle definie par le point de depart du che- 
min de reference 7. Fixons une orientation OrAq sur WAq et construisons une 
base positive de r^(o)IRA^2d('^-f''^) comme suit. Les 2d premiers vecteurs {e^ £ 
T^oCo}i=i,...,2d sont tels que les vecteurs {d^ouo{e1)}i^i^,,,^kd de TrAo soient po- 
sitifs relativement a OtrAo- Les 4d derniers vecteurs {/f,5°}i=i,...,2d completent 
la base en une base modele ordonnee de I'espace tangent T^i^Q-^M.Ai2^{CP^) 
avec /l{e°,f°,g^) = (+) pour tout i dans [2d]. La base ainsi definie Bq = 
(e?, . . . , 6°^, fi, gi, . . . , /"jj, g2d) est positive. Le fibre normal JVuq est un fibre 
reel et on note H^{C,J^uo) 1^ partie reelle de iJ*'(C, A/'„„). Par construction, les 
elements {/°,5°}i=i,...,2d de Bq se projettent dans H^{C,Muo) 6t chaque couple 
{fi,gi) sur une base de H^{C\Af^^_^2d(^^o)). 

Suivant la m^me methode on construit une base modele ordonnee positive 
au point de depart du chemin de comparaison (dans T^(o)MA^2d('^-P'^)) ^lue Ton 
note Bo = (e?, . . . , e^^, /?, 5?, . . . , f^^: /m)- Chaque couple if^,gi) se projette sur 



une base de ffg(CP\ A/'^^ _^2d(20)) et done le 4d-uplet (/°,g?, . . -J^d'd^d) est 
une base de i/g(CP\A/'„o). 



2.3.3 Homotopies et trivialisation. Cas dl ^ Q 
Homotopie au point de depart. 

Lemme 4. Le Qd-uplet (e", . . . , e^^, /J', gj, . . . , /j^, g^j) definit une base stan- 
dard positive de r^(o)MA^2d('^^'^)- 

Demonstration. Soit le point r(0) = (C, z° U 1°, wq) € RM^a+ei^P^)* comme 
defini dans la construction du chemin de comparaison l|2.3.ip . Quitte a inver- 
ser le chemin, on peut supposer que I'ordre cyclique des points z° Ul° s'ecrive 



< z? < zP < 



< 



< Zjd (voir figure [3]) . 




Fig. 3 - Au point 7(0) : d = 3, ^ = 3 

Fixons des representants (z°,mo) et (l°,uo) pour (Co,z°,mo) et (Co,l°,uo) dans 
(RP^)^'* X Mor^ de sorte que zf = z° lorsque i est dans {£+ 1, . . . , 2d}. Puisque 
uq est une immersion equilibree, on rappelle que J\fuQ se decompose en O^pi {2d— 
1) © Ocpi (2d — !)• On considere un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre 
H^{CP^ , Ocpi {2d — 1)) et R2d-i[X,Y], I'espace vectoriel des polynomes homo- 
genes reels de degre 2d—l. Ainsi H^{CP^ ,M^_^2dj^^^) est associe au sous-espace 
de i?2rf-i[Ar, F]®2 des couples de polynomes qui s'annulent en {zi, . . . , Z2d}\{zi}. 
D'apres I'ordre cyclique sur les points marques, on peut construire un chemin 
c° : [0, 1] -^ (Rpi)2^ \ Diag2d qui rehe c°(0) = z° a c°{l) ^ f et qui reste 
constant en z\ 










'2d 



•^2d- On construit ainsi une homotopie de 
base /ijgro 11 dans I'espace vectoriel R2d-i[X, Y] de sorte que, pour i dans [2d], le 
couple (/ii(/f ), hi{gf)) definisse une base du sous-espace H^{CP^ ,N'^^_^2dr^o\). 
D'apres le choix de Bq = (e°,...,e° , fi,9i ■ ■ ■ , f2d'92d)^ les vecteurs e^ de 



Tj.RP^ sont tous orientes positivement relativement a OrAq- On obtient par 
h^ = h° (B h^ une famille de vecteurs de T^(oiI^-^2d(*^^'^) ordonnee avec 



sO 



(e? 



sO 



J car hO(/o,50) est dans i/g(CPi, A/;„,_, 



'(!"). 



et positive puisque 



Z(g°, hO(/f), hO(gO)) = Z(eO, /°, 3°) = (+) pour i dans [2d]. On en deduit I'exis- 
tence de reels A^ > et ^^V > tels que h'({f^) ^ A!^/f et /i?(g° 



M+.9° pour 



i dans [2d\. En conclusion, {f^, g?, . . . , 7°^, g^d) et (/i", .9?, • ■ • , /"d, 32d) ^ont ho- 
motopes comme bases de H^{CP^,N'uo) ^t le resultat s'en deduit par positivite 
de la base Bq. D 

Trivialisation le long du chemin. On decrit une trivialisation du fibre 
tangent T j^d (rpa), le long du chemin de comparaison 7. Cette derniere nous 
permet de construire une trivialisation le long du chemin de reference 7. Le 
chemin de comparaison est dans le lieu regulier du morphisme d'evaluation, en 
particuHer la restriction du morphisme d'evaluation reel a 7 est de jacobien 
partout non nul et la decomposition ^ se releve le long de 7 

2d 



T\^RmUcp') = ^ievuyTlfmP^ 



Rappelons que ew,; = nf'^ o ev et ev* [Tj-^p^,2d) = Kerdewi. Soit $ une tri- 

viaHsation de T|^MA^2d(C-P'^) issue de Bq, compatible avec la decomposition 
(HI) et adaptee a la suite exacte de la proposition [3] (voir |Pu08| ). On note 
e,; : 7 — *■ KerdTrf'' les 2d sections tautologiques reelles de chaque sous-fibre 
KerdTT^'^l^ de sorte que 6^(7(0)) = e° et /i,5i : 7 -^ KerdeWi/KerdTrl'* les 
4d sections tautologiques reelles telles que /i(7(0)) = /f, 5i(7(0)) = g° et 
{fi{l{i))^9i{l{i))) forment une base, pour i dans [2d] et t dans [0,1]. 

Soit (j) une trivialisation de KerdTr le long de 7, issue de So|kcrd7r et compa- 
tible avec la decomposition en droites du lemme [3l On note e^ : 7 — > Ker diif'^ 
les 2d sections tautologiques de chaque sous-fibre Ker dTrl*^ | -y issues de e° £ 
ker d^(o)7rf'^. Le 6d-uplet Bt = {e\, . . . , e\^, f{, 5*, . . . , f^^, 32d)t6[o,i] est une fa- 

cherchee. 



mille libre de sections du fibre T\^M.J^2d^'^P'^) Q^i definie la trivialisation re- 



Revenir au modele. On decrit une homotopie entre la base standard Bi de 
T^(^i)RM2d{^P^) et une base modele. La methode est identique a celle de la 
demonstration du lemme |4l 

Lemme 5. // existe une base modele Bi ~ (e], . . . , e^^, fl,gl, . . . , /j^, g^j) de 
T^i^i'fM.AA^di'^P^) ayant les proprietes suivantes 

- les Ad-uplets {fi,gl, ..., fid, gld) et {fl,gl, ■■■, fid, Ad) se projettent sur 
des bases homotopes dans H^{Ci,Afui) ; 

- pour i dans {1, . . . , 2c!" — i}, le couple {fl,g}) se projette sur une base de 

- pour i dans {2d" — £ + 1, . . . ,2d"}, le couple ifi,gi) se projette sur une 
base de -ff™(Ci,7V,,, _^2d z^-,) ; 

- pour i dans {2d" + 1, . . . ,2d}, le couple {fl,gl) se projette sur une base 
de -ff;g(Ci,7\4 _^2d(^)). 

On convient lorsque 2d" — £ est nul de remplacer {1, . . . , 2d" — £} par I'ensemble 



Demonstration. Quitte a restreindre 7, I'ordre cyclique des points z} U S est 
zl < ■■■ < zj < zl^„ < ■■■ < z]+i < 2j < ■■■ < Sj < z|^„+i < ■■■ < 4d (voir 
figure|4]). On choisit des representants (z^,ui) et {z^,ui) dans (MP^)-^^ x l\Ior^ 
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Fig. 4 - Au point 7(1) : d = 3, £ = 3 



respectivement de {Ci,z}- , ui) et (Ci, 2^, ui) de sorte que z] = z] pour i de^+1 a 
2d. D'apres I'ordre cyclique sur les points z} et z} , on pent construire un chemin 
c^ dans {M.P^f'^\Diag2d qui reliei^ a (zj_^i, . . . , z\j^„,zl, ..., zl,z\^nj^-^, ..., z\^) 
(voir figure m). Puisque mi est une immersion equilibree, le fibre Nm est iso- 



1 2 



(. i + k" 



'■ + 1 



i + k" + 1 

A A A 



y V ¥ ¥ ¥ ¥ 

e + k" i + i e 



yyy y ¥¥¥ ¥¥ 



¥ ¥ 

i 



2d 



A A 



Fig. 5 - Description de c^ et z} U z e 



l\2d+e 



morphe au fibre Ocpi {2d — 1) © Ocpi {2d — 1). De plus, d'apres la construction, 
les elements // et g} sont dans H^{CP^ ,Ocpi{—zl)) ou zj designe la collection 
de points marques 5 dont on a 6te le i-eme. Par suite, on definit comme en 
I2.3.3l une homotopie de base, notee h]^,,^ ^j, dans H^{CP''- , Ocpi {2d- 1)®^) telle 
que hj = id et 

- hl{flr9}) e HUCP\Ocpi{-4^T')) pour z e {1, . . . , 2d" - £} ; 

- hl{flr9}) e iJ«(CFi,Ocpi(-z£;7^_J®2) pou„ e {2d"-£+l, . . . 

- hl{flr9l) e H^{CP\Ocpi{-zir') pour z £ {2d" + 1, . . . ,2d}. 
On pose {fi^g}) = h.l{fl,gj) pour i dans [2d] et on obtient le resultat. 



.2d"}; 



D 



2.3.4 Cas d' = 

La situation ou {Ci,,z^,Ui,) appartient a D{A,B,0,d) necessite une etude 
difFerenciee. En effet, I'application u contracte alors une branche de C et le 
lemme [3] comme les propositions [2] et [3] ne sont plus valables en ce point. 
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Chemins. Soit IR2?q£ une composante pseudo-connexe de K/Cg^ qui soit de 

codimension un dans M.M2d{'CP^) (necessairement £ est au moins deux par 
stabilite.) On choisit un point generique {Ci,,z*, u^,) dans S^n/C* tel que, quitte a 
changer I'indexation, les points {z*, . . . , z^} sent sur la branche de classe nulle et 
Pordre cyclique sur la branche de classe non nulle est z^_^_^ < ■ ■ ■ < Zjd- On definit 

un chemin de reference 7 : t G [0, 1] i-^ {Ct, z*-,ut) £ 'M.M.2d{'CP'^)* transverse a 
IC^ en {Ci,,z^, Ui,) au parametre <* mais dans le « sens » des applications. C'est- 
a-dire que seuls les points marques dependent du parametre f, I'application ut 
fixant I'image mo(CP^) ^ ut{<CP^) = u^{C^) = ui{CP^) pour tout t dans [0, 1]. 
De plus, pour simplifier on exige que 7(0) = 7(1) apres renversement dans I'ordre 
cyclique ^0(2^1) = ui{zl), . . . ,uo{z^) = ui(z^). De cette fagon, {Ci,z},ui) pent 
s'ecrire (CP-^, Zg, . . . , z^, z^^^, . . . , z^d' ""o)- Par genericite, I'application u^, pent 
6tre choisie equilibree et par suite uo = "i = u^\c^ sont toutes equilibrees. 

Bases. On construit une base modele ordonnee de T^(o)RA^2d(^-P'^) ^^ ^^ ^'^^~ 
nant Ad elements {fi,gi}i=i....,2d de sorte que chaque couple {fi,gi) se projette 
sur une base de H^{CP^ , Af.^^^ _^2d,^o\) qui respecte la decomposition du fibre 
normal A/'m,, = 0£pi{2d—l)(BOcpi{2d—l). Par le meme procede qu'en l2.3.2l on 
construit une base modele ordonnee positive Bq = (ei , . . . , e2d, /i , gi , . . . , /2d, (?2d) 
d'apres le choix d'une orientation OuAo sur la partie reelle de ^0 = uo(CP^). 

Trivialisation. On construit une trivialisation de r|^MA^2rf(CP"^) issue de 
Bq qui soit tautologique sur les id derniers vecteurs. C'est-a-dire que le long du 
chemin on trivialise le sous-fibre defini par les vecteurs {fi,gi, . . . , /2d,ff2d) de 
la base modele Bq en se donnant Ad sections constantes t e [0,1] ^^ fi,gi £ 
H^ {CP^ , UqTcps) vu que I'application Ut = uq est constante. Pour la partie 

de TljRM-^dCCP^) engendree par KerdTr on ne pent pas definir les vecteurs e* 
comme dans le cas d' non nul car kerd|(c'^ ,^* ,j^)7r fl ker(i|((7^ j;*_„^)et'R 7^ {0}. 
Puisque I'application uq est constante le long du chemin, on pent decrire la 
courbe universelle au-dessus de 7 comme I'espace des deformations de la source. 
Considerons le produit [0, 1] x CP^ x {uq} et les 2d sections t G [0, 1] f-^ zf £ 
CP^ definies par le chemin 7. La courbe universelle U2d{CP^) au-dessus de 

^2d(CP^)* restreinte a 7 est I'eclate ^^{[0, 1] x CP^) du produit [0, 1] x CP^ 
en I'unique point de concours {t^,S,) des £ premieres sections (voir |FP97) ). 
On definit ainsi une triviaHsation de base {e\, ■ ■ ■ ,e2d)te[o,i] "^ Kerdyr dans 
58[^([0, 1] X CP^) issue de (ei, . . . , e2d)t=o- Le resultat de cette construction est 
une base modele non ordonnee Bi telle qu'on pent la decrire par la donnee 
Bi = i~ei,. .. ,-ei,e£+i,. .. ,e2d,/i,5i,- •■ ,/2d,,92d) (voir figurelH]). 

2.3.5 Evaluation de bases 

On compare les orientations induites par les bases Bq et Si dans une triviali- 
sation du fibre tangent a I'image du chemin de reference par le morphisme d'eva- 
luation. Lorsque ces orientations coincident, on en deduit que e(RX'J^, ^) = 0, 
dans le cas contraire on obtient e(MI?^/ ^) = 1. 

Trivialisation a I'image. Cas d' ^ 0. On se place dans une trivialisation 
de Tmpsyid le long de 7* qui soit compatible avec le morphisme d'evaluation. 
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uo{-[ 



CP^ X [0, 1] 



Fig. 6 - Description de la courbe universelle Z^|^(CP^)|^ (d' = 0, ^ = 3) 



On projette la base modele ordonnee positive du paragraptie l2.3.2l sur une base 
en 7*(0). Reprenons la trivialisation definie en 12.3.31 avant pour sections tau- 

tologiques e^ : 7 C M.M2di'^P^) ~^ Kei dirf'^l-y pour i dans [2d]. Puisque detiR 
est injective sur KerdTrj^, on construit une famille libre de 2d (= dimKerdTr) 
sections Vi : 7* C (RP^)^'^ — > T\y^{RP^)^'^ comme images des sections e^. C'est- 
a-dire que si on ecrit vj pour i'i(7*(i)) alors v^ = d|^^(t)ewi[{(e*) G T},^',^-.RP^ 
pour t dans [0, 1]. On complete la base en choisissant pour chaque vf un couple 
de vecteurs {w^,Luf) dans Ty'j^MP^ de sorte que (uJ°,ZZ;°) = d|^^(o)ewH(/°,g^) 
ou uJ° represente la classe au quotient de w^ dans la suite exacte 



-^ < vy >i 



^ t'-'I^mP' 



3 



7.(0) 



■T 



(0 



7.(0)^ 



IPV < „o >j_ 



Ainsi chaque triplet {v^,w^,u}^) est une base positive de T^^^^Q-fRP?-.. On consi- 



(i) 



dere une trivialisation de T\\jRP^ et on complete le 2d-uplet {v{,. . . , V2d)te[o,i] 
t S [0, l]}ig[2d] issues de (w°,a;°). On obtient une section 

j\^ de T(-Rp3')2d le long du 



par 4(i sections {w*, w*; 

de bases positives V* = {v\, . 



'.Ad^wl.ul,. 



"2d' 



chemin 7*. De plus Vo est egal a d\y(^Q-jevMiBQ) et {dev^) ^(Vi) est une base 
modele ordonnee positive de r^(i)M7W2d(CP^). 



Trivialisation a I'image. Cas d' = 0. On prend la trivialisation la plus 
evidente de T(Rp3)2d le long du chemin 7* qui soit issue de d|^(i)ez;K(i3o) et 
qui respecte I'inclusion Tu(z)^uo{CP^) C Tu(^z)RP^. C'est-a-dire une section de 



bases V* 



K,- 



■,V2d:W{,Ujl,. 



■ ,wI^,ujIj_) telle que Vo soit egale a I'image 



de d\j(^Q-jevTSi{Bo) et Vi soit equivalente a la base de T^^(i)MP'^ donnee par 
{v'^, ..., W?, W°+i, . . . v°^, w1, w?, . . . , wf 



2d'^2d 



2.3.6 Matrices de transition 

On decrit la base d|^(i)ez;R(Bi) dans la base Vi sous forme matricielle. Pour 
simplifier I'expression et le calcul du determinant on se limite a definir une 
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matrice semblable. La proposition |4] etudie le cas d! non nul et la proposition [5] 
le cas oil d' est nul. 



Proposition 4. Suivant les trivialisations definies en \2.3.3\ et \2.3.5[ I'expression 
matricielle de la base d^^i)evs.{Bi) dans la base Vi est semblable a la matrice 



BiW, 



( -^' 

















hd-e 




















Jl 











hi2d"-i) 








V 











h{2d') 



oil J 



V 











h \ 







h 













h 







/ 



la matrice de permutation cyclique par paires. 



Lemme 6. La base modele Bi = {e\, . . . ,6^^^, fl,gl, . 
tangent T^(^i)RM2d{CP^) definie en \2.3.S\ verifie 

1- Ae}, fld"-+i-ii9\d"+i-i) = (") pour l<i<£; 

2. Z(ei, fU g}_,) = (+) pour £ < z < 2d" ; 

3. Z(ei, fig]) = (+) pour 2d" <i<2d. 



>/2rf>.92rf) d,e I'espace 



Demonstration. On fixe une orientation OtrAi ^ur la partie reelle de ^i = ui (CP^ ) 
de sorte que les vecteurs {e};i = 1+ l,...,2d"} (c.-a-d. les elements de la 
base issues de Tcj) soient positifs. Les vecteurs {ej-.i = !,...,£} et {ej;i = 
2d" + 1, . . . , 2d} sont alors orientes negativement relativement a Or^^ puisque 
le chemin 7 est transverse a la frontiere. De meme, en 7(1) les vecteurs {ej;i = 
1, . . . , 2d"} sont orientes positivement relativement a OrAi alors que les vecteurs 
{ej; i = 2d!' + 1, . . . , 2d} le sont negativement d'apres le lemme [2^. 3. II Reprenons 
la construction de B\ et considerons le releve du chemin c^ dans (RP^)^'* x Mor^ 
et I'homotopie de base h} de i?j^(CP^, Ocpi (2d — 1)) associee par le lemme 
m Une trivialisation de TjciRA^jdC'CP^) issue de B\ compatible avec la suite 
exacte ([2]) et definie par cette homotopie fournit une base de T^(i)MA^2d(*^-f '^) 
dont les 4d derniers vecteurs sont (/i , ffi, ■ • ■ , f\^., gld)- *^^ obtient le long de la 



premiere composante une trivialisation {el(t) 



si 



it))t 



^■■■i^2d\^))t&[0,l] 



de PL 



') 



2d 



qui verifie Z{i.l {1) , fl , gj) 
Cependant, pour i dans [i] 



= (+) car Z{el{0)Jl,g}) = (+), pour i dans [2d]. 
ej etant oriente negativement relativement a OrAi , 
il est oppose a I'orientation definie par e^(0). Or, cette orientation est aussi 



celle definie par 



si 

-■2d" + l~ 



j(l) car 2d" + 1 — i est dans [2d"]. D'autre part, pour 



i dans {£ + 1, . . . , 2d"}, ej est oriente positivement relativement a OrAi et done 
k I'orientation definie par e^(0) qui est aussi celle definie par e^_f(0) car i — i 



est dans [2d"]. Enfin, pour i dans {2d" + 1, . . . 
relativement a OtrAi et done relativement a ej 
i est dans {2d", o^\ „f si n\-\».i 



XX e 



^+ 



alors que e^ 



2d} et el_i,{l) = A 

2d" + l-i(l) = ^ 



,2d}, 

(1). Finalement, ej{l) = A!,_e 



est oriente positivement 

Sll'n _ \i cl 



SI I 






appartient a {^ + 1, 



SI 

, 2d"} oil 



avec AL e R*_ lorsque i appartient a 



]. En consequence, {fli'^+i^.izj), gla"+l-^{zl)) = A'_{fl{SJ),gl{zl)) pour i 

Kifli^D^alizD) pour i dans {2d", . . . ,2d}, de 



da.ns[£]et{flizl),glizl)) 
m6me {fl_t,{zl),gl_f{zl)) -- 



Kifli^nJli^n) pour i dans {£ + 1, 



avec det A!_ < et dot A!, > 0, d'ou le resultat. 



,2d"}, 
D 
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Demonstration de la proposition^ D'apres le lemmeO la base modele Bi est 
equivalente a la donnee du Gd-uplet suivant 



(ei, . . . ,e2d, — /2d",52rf" 



■, ~/l+2d"-£, gi+2d"-e: 
/l,5l, ■ • ■ ,f2d"-l,92d" 



-f: /2d" + l,52d" + l, • • • 1 f2d,g2d) 



ou (ei, . . . , e2rf, fi,gi, . . . , f2d, 52d) designs une base modele ordonnee positive de 

T^(i)RAl2d(^-P'^) qui se projette sur V\ (voir 12.3.51) . Les premiers vecteurs de 
base {e\, . . . , e\^ etant tous positifs relativement a OrAi on pent decider qu'un 
des deux vecteurs {fi,gj) pour i dans {2d" — i+1, . . . , 2d"} doit porter un signe 
negatif et on choisit arbitrairement le premier. On en deduit I'expression d'une 
matrice semblable a la matrice de transition qui definit I'image de la base Bi 
par le morphisme d'evaluation reel dans la base Vi. Pour cela, on remplace Si 
par la donnee 

( — 61, . . . , -6^,6^+1, . . . ,e2dj2d",g2d", ■ • ■ , /l+2d"-f , 5l+2d"-«, 

./l:5l7 • ■ • ,.f2d"~e,g2d"~e, f2d" + l,92d" + l, ■ ■ ■ ,/2d,52d) 

qui lui est encore equivalente. Vu que 2d — 2d" = 2d' on obtient I'expression 
matricielle recherchee. D 



/ -h 








\ 





hd-e 














Jt 





V 








l2(2d-t) / 



Proposition 5. Cas d' = 0, suivant les trivialisations definies en \2.3.4\ et \2.3.5[ 
I'expression de la base (i^(i)ewR(Bi) dans la base Vi est semblable a la matrice 



Bi\ 



Demonstration. La base modele Bi est le resultat d'une trivialisation qui est 
tautologique sur les 4d derniers vecteurs. De plus, chaque section e* de I'es- 
pace tangent a la source induit une orientation opposee a celle definie par Ora 
pour t > ti, (en particulier en t = 1) des que i est dans [£] et sont tautolo- 
giques sinon. On pent done decrire Bq comme une base modele par la donnee 
{-ei,.. .,-ei,e£+i,. .. ,e2d, /i,5i, • ■ ■i.f2d,g2d), d'apres le choix du chemin. Ce- 
pendant, dans cette description, les couples de vecteurs (/i, gi) forment une base 
de ffO(CP\A/'„^_,2.^__(,)) (resp. de ifO(CPi, AA,__,2.(,))) pour i dans [£] (resp. 

pour i dans {l+l, . . . , 2d}) d'apres le choix du chemin. La base n'est done pas 
ordonnee et la matrice de transition est presentable dans la forme annoncee. D 



2.4 Conclusion 

On rappelle que MI?^, ^ est une composante pseudo-connexe de la partie reelle 
du diviseur irreductible de la frontiere D{A, B, d' , d") tel que |A| = 2d' + I. 

Proposition 6. Soit d un entier superieur a 3. Une composante pseudo-connexe 
IVi, , de la partie reelle de la frontiere participe a representer (dualement) la 



^d',e 

premiere classe de Stief el- Whitney de 
mod (2). 



lM2diCP^) si et seulement si £ = 
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Demonstration. C'est le resultat du calcul du determinant des matrices de tran- 
sitions definies dans les propositions precedentes. Pour le cas d' = il est im- 
mediat que ce determinant vaut (—1)^ car detj' = 1. Dans le cas ou d' n'est 
pas nul, on observe que 



det 



/ ±1 








\ 








J 








h(2d"-f) 








V 








I J 



= det 



( ^' 








\ 





J 














h(2d"-e) 





^ 








I ) 



puisque I'ordre de la permutation des colonnes associee est toujours pair. Done 
le determinant de la matrice de la proposition H] est (—I)''- □ 

La proposition [6] acheve la demonstration du theoreme [TJ 
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